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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression

Zusammenhang und Modell

Ein Beispiel: Armut und

Gewaltverbrechen
Zusammenfassung

Rechtswahl

Arbeitslosigkeit
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> Agresti: 9.1-9.4

» Gehring/Weins: 8

» Schumann: 8.1-8.2
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>

» Gemeinsame Verteilung zweier Variablen

weicht von Randverteilungen ab
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>

» Gemeinsame Verteilung zweier Variablen

weicht von Randverteilungen ab

> ,Muster” — gemeinsame Verteilung # zufallige Verteilung
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhangsmal fiir intervallskalierte Daten?

v

x berdurchschnittlich, y tiberdurchschnittlich (und
umgekehrt) — positiver Zusammenhang

x Uberdurchschnittlich, y unterdurchschnittlich (und
umgekehrt) — negativer Zusammenhang

MaB fiir gemeinsame Abweichung von zwei Mittelwerten:
Abweichungsprodukt

» SAP: Welches Muster (iberwiegt?
» Kovarianz: SAP/n

» Teilen durch Produkt Standardabweichungen — r,

standardisiert Kovarianz auf Wertebereich [-1;1]
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist ein linearer Zusammenhang?

» r miBt lineare Zusammenhange

» Zusammenhang zwischen zwei Variablen entspricht
naherungsweise einer geraden Linie

» Formaler: Wert einer Variable kénnte durch
Addition/Multiplikation in Wert anderer Variable (plus Fehler)
iiberfiihrt werden
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist ein linearer Zusammenhang?

» r miBt lineare Zusammenhange

» Zusammenhang zwischen zwei Variablen entspricht
naherungsweise einer geraden Linie

» Formaler: Wert einer Variable kénnte durch
Addition/Multiplikation in Wert anderer Variable (plus Fehler)
iiberfiihrt werden

Rechtswahl
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist ein statistisches Modell?

» Mathematische Formalisierung von Theorie/Hypothesen

» Set von Gleichung(en)
» Eine oder mehrere abhingige Variablen als Funktion von
einer/mehrerer unabhangiger Variablen
» Funktionen: Abbildungsvorschrift; input/output

» Modelle sind nicht wahr/maBstablich

» Test von Hypothesen/extrem vereinfachten Beschreibungen
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist , lineare Einfachregression?

»linear”: nur lineare Beziehungen zwischen Variablen
~einfach”: eine abhangige, eine unabhangige Variable

» , Regression": , Riickfiihrung"; konditionaler Mittelwert der
abhangigen Variablen abhangig vom Niveau der unabhangigen
Variablen
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Wiederholung/Einfiihrun
Jung/ N Zusammenhang und Modell
Lineare Regression .
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen
Zusammenfassung

Was ist Regression?

> Regression ist der Oberbegriff fiir Verfahren, ...

» die die konditionale Verteilung einer Variablen y. ..

» in Abhangigkeit von einer oder mehreren anderen Variablen
X1, X2 . .. X, beschreiben

Was ist eine , konditionale Verteilung"?

» Verteilung von y (Mittelwert, Streuung etc.) . ..

» innerhalb von Subgruppen, die durch xi, x5 ... xx definiert sind
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Armut und Gewaltverbrechen in 51 Bundesstaaten

v

Statistiken auf Ebene der 50 Bundesstaaten plus Washington
D.C.

» Zusammenhang zwischen Anteil der Armen (in Prozent) an
Gesamtbevdlkerung und

Morde pro 100000 Einwohner?
Konditionale Verteilung von y (Morde)

v

v

v

Fiir verschiedene Werte von x; (Armutsquote)
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verbunden werden

» Konditionale Mittelwerte konnen durch gerade Linie

» Konditionale Variation um konditionalen Mittelwert
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist lineare Regression? |l

» Konditionale Mittelwerte konnen durch gerade Linie
verbunden werden

» Konditionale Variation um konditionalen Mittelwert

Ubergang zum Modell: Annahmen iiber die Eigenschaften der
Linie kommen von auBen

» ,Abhangige" / ,unabhéngige" Variable kommen ebenfalls von
auBen

» Was ist damit gewonnen?
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist lineare Regression? |l

» Konditionale Mittelwerte konnen durch gerade Linie
verbunden werden

» Konditionale Variation um konditionalen Mittelwert
Ubergang zum Modell: Annahmen iiber die Eigenschaften der
Linie kommen von auBen

» ,Abhangige" / ,unabhéngige" Variable kommen ebenfalls von
auBen

» Was ist damit gewonnen?

» Wenn Annahme iiber , Linie" (Modell) giiltig
> Allgemeiner Mechanismus — einfach
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist lineare Regression? |l

» Konditionale Mittelwerte konnen durch gerade Linie
verbunden werden

» Konditionale Variation um konditionalen Mittelwert

Ubergang zum Modell: Annahmen iiber die Eigenschaften der
Linie kommen von auBen

» ,Abhangige" / ,unabhéngige" Variable kommen ebenfalls von
auBen
» Was ist damit gewonnen?

» Wenn Annahme iiber , Linie" (Modell) giiltig
Allgemeiner Mechanismus — einfach

Lineare Regression setzt Kausalitdt nicht voraus
Kann Kausalitdt nicht bestatigen

v vy
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was macht man mit Modellen?

» Wenn Modell korrekt (angemessen), y-Werte fiir nicht
beobachtete x

» Allgemeiner, einfacher, eleganter Mechanismus

1. Kompakte Beschreibung
2. Besseres Verstandnis/Hypothesentest
3. Prognose fiir zusatzliche/hypothetische/zukiinftige x
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» Was ist Kausalitat?
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Kausalitat und Korrelation

» Was ist Kausalitat?

» x verursacht y. Hypothetisch: ohne x kein y; anderes x —
anderes y

» Voraussetzungen: theoretischer Zusammenhang, zeitliche
Reihenfolge, keine anderen Variablen (— Theorie und
Forschungsdesign) + empirischer Zusammenhang (Korrelation)

» Naherungsweise Priifung von Kausalitdt in experimentellen
Designs

» In Ex-post-facto Designs nur hypothetische Priifung;
statistische Kontrolle von Drittvariablen
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Kausalitat und Korrelation

» Was ist Kausalitat?

» x verursacht y. Hypothetisch: ohne x kein y; anderes x —
anderes y

» Voraussetzungen: theoretischer Zusammenhang, zeitliche
Reihenfolge, keine anderen Variablen (— Theorie und
Forschungsdesign) + empirischer Zusammenhang (Korrelation)

» Naherungsweise Priifung von Kausalitdt in experimentellen
Designs

» In Ex-post-facto Designs nur hypothetische Priifung;
statistische Kontrolle von Drittvariablen

» Korrelation notwendig, aber nicht hinreichend fiir Kausalitat

> Korrelation kann durch gemeinsame Hintergrundvariablen
zustande kommen

» Korrelation kann durch andere Variablen unterdriickt werden,
obwohl kausaler Zusammenhang besteht
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y =a+ bixg +e  bzw.

y =bg + b1x +e bzw.
y =&+ Bixi +e  bzw.
y =Bo + B1x1 +e  bzw.
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y=a+bixq

y =bo + bi1x1
y =+ B1x
y =Po+ B1x

+e
+e

bzw.

bzw.

bzw.

bzw.

» Deskription vs. Inferenz — lateinische vs. griechische

Buchstaben
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Welche Form hat das Modell der linearen
Einfachregression?

y =a—+ bixy + boxp + b3xz - - - +e bzw.
y =bg + bixy + boxp + b3xz - - - +e bzw.
y =+ Bix1 + Baxa + Paxz - - +e  bzw.
y =Bo + Bix1 + Paxz + P3xz - - +e  bzw.

» Deskription vs. Inferenz — lateinische vs. griechische
Buchstaben

» Erweiterung zum multivariaten Modell moglich
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Welche Bestandteile hat dieses Modell?

1. y: abhdngige Variable, soll , erklart" werden

2. a oder by oder o oder g: ,Achsenabschnitt”: Wert von y
wenn x(1) =0

3. by oder 31:,Steigung”; erwarteter Effekt auf y wenn x; um
eine Einheit zunimmt

4. e oder e: Abweichung zwischen erwartetem und
beobachtetem y; zufillige Einfliisse

» 2 und 3 bilden die systematische/deterministische
Komponente

> 4 ist die stochastische/zufillige Komponente
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., To err is human, to forgive divine, but to include errors
into your design is statistical” (Leslie Kish)
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Warum €7

. To err is human, to forgive divine, but to include errors
into your design is statistical” (Leslie Kish)

v

Kein Modell paBt perfekt

v

Zahl der unabhingigen Variablen beschrankt
€ umfaBt

v

» Nichtgemessene Einfliisse, die vernachlassigt werden kdnnen
» Genuin zufallige Einfliisse

Modell # Wirklichkeit — €

v
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Wie interpretiert man das Modell der linearen
Einfachregression?

v

b: Starke/Richtung des Effektes von x auf y

» Bei Interpretation Wertebereiche von x und y beachten

v

v ist der fiir einen x-Wert vorhergesagte Wert von y

» Konditionaler Mittelwert von y
» Unter Beriicksichtigung der Modellannahmen

» Vergleich Modell /Empirie: y; vs. y;
» Warum weicht y; ab? Untypisch?
» Hypothetische Werte: Wieviel Morde wiirden wir in einem
Bundesstaat ohne Armut erwarten (wenn Modell gilt)
> Prognose: Wie wirkt sich ein Anstieg der Armut aus? Wie

stark |&Bt sich Verbrechen durch Armutsbekampfung
reduzieren?
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Daten: Armut und Morde in 51 Bundesstaaten

» Strukturdaten fiir 51 US-Staaten (Morde, Armut, % WeiBe, %
urbane Bevdlkerung etc.)
» Unterschiede in x und y
» Hawaii: 8 Prozent Arme, Louisiana 26.4 Prozent
» Maine: 1.6 Morde pro 100000 Einwohner, Washington D.C.
78.5
» Sehr hohe Aggregationsebene
» Sehr groBe Unterschiede in GroBe der Einheiten

» Wyoming: 522,830 Einwohner
» California: 36,553,215 Einwohner

Statistik | Regression |
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was erwarten wir? Warum?

Sind Arme gewalttatiger?
Macht Armut gewalttatig?
Gibt es gemeinsame Ursachen?

Sind weniger gewalttitige Staaten wirtschaftlich erfolgreicher?

vV V.V Vv Vv Y

Kein RiickschluB auf individuelles Verhalten (6kologischer
FehlschluB)
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Wie sieht die bivariate Verteilung aus?
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist ein Kriterium fiir ,,gute” Parameter?

» Gesucht werden Werte fiir a und b, die
» die Summe der quadrierten Abweichungen
> in y-Richtung
> minimieren
» ,Gute" Trendgerade
» Warum?
» Vorhersagefehler fiir y optimieren — guter fit (innerhalb

Modellannahmen)
» Einfache Abweichungen nicht eindeutig
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Was ist ein Kriterium fiir ,,gute” Parameter?

» Gesucht werden Werte fiir a und b, die
» die Summe der quadrierten Abweichungen
> in y-Richtung
> minimieren
» ,Gute" Trendgerade
» Warum?
» Vorhersagefehler fiir y optimieren — guter fit (innerhalb
Modellannahmen)
» Einfache Abweichungen nicht eindeutig
» Quadrierte Abweichungen eindeutig + Gewichtung groBe
Abweichungen
» Optimales Schitzverfahren, wenn Bedingungen erfiillt
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Wie werden die Parameter bestimmt?

» Gesucht: Werte fiir a und b, die SAQ, (bezogen auf y)
minimal machen

» , Verlustfunktion*, abhangig von Daten und
Parameterschatzungen

Verlustfunktion
SAQ, =) (yi— (bo + b1x1))?

i=1

n
=Y (vi—bo— b1x1;)?
i=1
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

Wie finde ich das Minimum dieser Funktion?

» Analytische Losung

» Notwendige Bedingung fiir einen Extremwert: 1. Ableitung
gleich 0 (Tangente ist an dieser Stelle flach)

» Funktion hat zwei Variablen — zwei partielle Ableitungen
(nach by und b;) betrachten

Statistik | Regression |



SAQ

0SAQ

65AQ

:Z(yl - bO - b1X1,')2
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i=1

bo — bix1i) =0
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» Durch Umformen/Auflésen ergibt sich

by =y — bix1
b ZZ(Xli —x)(yi —¥)
! > (x1i—x1)?
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» Durch Umformen/Auflésen ergibt sich:

by =y — bix1
b 2 ai—x)yi—y)  SAPy
YT Y ai—x)? SAQ
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__ SAP
> b1 = Sxg;

» D. h. mit den aus der Berechnung von r bekannten SAP und
SAQ b bestimmen

» Diese Gerade lauft durch Punkt (x,y) — Steigungsdreieck
konstruieren, a berechnen
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__ SAP
> b1 = Sag;

» D. h. mit den aus der Berechnung von r bekannten SAP und
SAQ b bestimmen

» Diese Gerade lauft durch Punkt (x,y) — Steigungsdreieck
konstruieren, a berechnen

oAy _y—a_y-a
1" Ax  x—0  x

a=by=y—b xXx
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> x=14.26

> y =8727

> SAQx =1050.8
» SAP =1390.1
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> X =14.26

>y =8727

> SAQx =1050.8
> SAP =1390.1

_ SAP _ 1300.1 _
> b1 = 53q; = 1os08 — 132
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> x =14.26

> y=8.727

» SAQx = 1050.8
» SAP =1390.1

> a

1 = SAQ, — 1050.8
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression
Zusammenfassung

Was bedeutet das?

Zusammenhang und Modell
Ein Beispiel: Armut und Gewaltverbrechen

» Statistisch ist bei einem Anstieg der Armutsquote um einen
Punkt etwas mehr als ein zusatzlicher Mord / 100 000
Einwohner zu erwarten

» Louisiana sollte —10.136 + 1.323 x 26.4 = 24.8 Morde haben,
hat aber nur 20.3

» Keine Armut: —10.1 Morde?

> Bei etwa 8 Prozent Armutsquote waren gar keine Morde mehr
zu erwarten? — Rolle von €
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Wiederholung/Einfiihrung
Lineare Regression

Zusammenfassung
Zusammenfassung
» Lineare Einfachregression als einfachstes statistisches Modell
» Beschreibt Zusammenhang zwischen zwei Variablen mit
Veranderungsrate und Konstante
» Muster fiir eine ganze Reihe von komplexeren Modellen
» Modelle

» Ermoglichen kompakte Beschreibung und

Erleichtern Verstindnis der Zusammenhange

Ermoglichen ggf. SchiuB auf eine Grundgesamtheit
Gestatten Prognosen fiir zukiinftige und hypothetische Fille
Wenn Modell korrekt spezifiziert und Annahmen realistisch

vV vy vy
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