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Was haben wir letzte Woche gelernt?

» Regression betrachtet den konditionalen Mittelwert einer
Variablen

» In Abhédngigkeit vom Niveau der unabhidngigen Variablen folgt
dieser Mittelwert einem Pfad

» Im klassischen linearen Modell entspricht dieser Pfad der Linie /
Flache / Hyperflache, die die SAQ minimieren U partielle
Ableitungen auf null setzen

» Das Gleichungssystem, mit dessen Hilfe by, by, ... gefunden
werden, 1a3t sich mit Hilfe von etwas Matrix-Algebra sehr
effizient analytisch 16sen

» Datenmatrix muf$ genug unabhingige Informationen enthalten
[ keiner der Spaltenvektoren darf Linearkombination anderer
Vektoren darstellen (perfekte Kollinearitét)

» Mittel zur Datenverdichtung — ist OLS aber auch ein guter
Schétzer fiir die unbekannten Parameter der Grundgesamtheit?

Regressionsmodelle fiir Politikwissenschaftler Probleme im linearen Modell

Wiederholung

Komplikationen

Schitzungen und ihre Eigenschaften
Annahmeverletzungen: Konsequenzen

Kategoriale Unabhingige
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Vorab: Komplikationen

» Auf welche Komplikationen sind wir letzte Woche gestofien?

1. Kategoriale unabhidngige Variablen
2. Interaktionen

3. Nicht-lineare Zusammenhénge
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhangen?

Was tun mit kategorialen Unabhédngigen?

\{

Keine Verteilungsannahmen fiir die unabhédngigen Variablen?

v

Unabhidngige Variablen konnen kategorial sein

Gar kein Problem bei dichotomen Variablen [ 0/1 kodieren
(Dummies)

v

\4

Effekt entspricht der Differenz zwischen den Mittelwerten von
Gruppe 0/1

v

Identisch mit t-Test fiir unabhédngige Stichproben
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhéngen?

Was tun mit kategorialen Unabhingigen?

» Nominale Variablen mit k > 2 Kategorien durch k — 1 Dummies
reprasentieren

» Beispiel Konfession mit Kategorien katholisch / protestantisch /
andere durch kath/prot oder kath/andere oder prot/andere

» Warum nicht drei Dummies?
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhangen?

Jeweils einer der drei Vektoren p, k, a perfekte
Linearkombination der anderen beidenz.B.a=1—-p —k

In Normalgleichungen mehr Unbekannte als voneinander

Information redundant; einen beliebigen Dummy weglassen

Probleme im linearen Modell

Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhéngen?

Die weggelassene Kategorie heifst ,Referenzgruppe”

Konstante plus gegebenenfalls Effekte anderer Variablen =

Effekte der iibrigen Kategorie entsprechen der Abweichung

» (Perfekte) Kollinearitiit
» Matrix X’X nicht invertierbar
| 4
unabhdngige Normalgleichungen
>
Regressionsmodelle fiir Politikwissenschaftler
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y p k a
121 0 0
13 0 1 0
10 0 0 1
11 0 1 0
14 1 0 O
>
>
erwarteter Wert fiir Referenzgruppe
>
dieser Gruppen vom Wert der Referenzgruppe
» y=10+3p + 2k
» y=12+1p —2a
» y =13 -1k —3a
>

Verfahren entspricht Varianzanalyse (auch andere Kodierungen

moglich)
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhangen?

Wie kommt es sonst zu perfekter Kolllinearitat?

\{

Kodierungsfehler
Kohortenanalyse (APK-Ansatz)

Abhéngige Variable wird beeinflufit von

> Alter des Befragten
> Periode (Zeitpunkt der Untersuchung)
» Kohorte (Generation)

Z. B. in Nichtwahlerstudien
Aber:A=P—K,P=K+A K=P—A
Losungen

» (Willkiirliche) Restriktionen
» Eine oder mehrere Variablen durch Inhaltliches ersetzen

\4

v

v

\{

v
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhéngen?

Was ist ein Interaktionseffekt?

» Standardmodell geht davon aus, dafs unabhdngige Variablen
additiv zusammenwirken
» Effekt von x; vom Niveau von x; ... unabhingig

» Diese Annahme wird bei Interaktionen aufgegeben:

» Effekt von x; hdangt vom Niveau von x; ab und umgekehrt

» Durch Produktterm (x; x x) modelliert

> b; und b, miissen jetzt konditional interpretiert werden

» by entspricht der Wirkung von x; wenn x, = 0 und umgekehrt
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhéngen?

Ein Beispiel?

» Yy =5+2x1 +3x2+0,3x1x2 + €
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Kategoriale Unabhingige
Interaktionen
Was tun mit nichtlinearen Zusammenhangen?

Ein Beispiel?

10

x1

— x2=0 —— x2=10
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Was tun mit nichtlinearen Zusammenhangen?
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Signifikanz von Interaktionseffekten

» Koeffizient fiir multiplikativen Interaktionsterm = 0 O keine
Interaktion in GG?

» Koeffizient entspricht Differenz zwischen Effekt von x; fiir
verschiedene Niveaus von x; (oder umgekehrt)

» Beliebige lineare Transformationen von x; und x; zuldssig [
Signifikanz des Koeffizienten kann beliebig manipuliert werden

» Losung: Starke und Signifikanz des Effekte von x; fiir
verschiedene Niveaus von x; berechnen/plotten und umgekehrt
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Interaktionen
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Was sind nicht-lineare Effekte?

Was tun mit nichtlinearen Zusammenhéangen?

» In manchen (wenigen) Féllen ist die Linearitdtsannahme
offensichtlich unplausibel

» Z.B. kurvilinearer Zusammenhang zwischen Alter und
Rechtsextremismus

» Wenn gute theoretische Begriindung vorhanden, konnen
Transformationen von y und/oder x sinnvoll sein, die den
Zusammenhang zwischen beiden linearisieren

> In diesem Fall ist OLS unproblematisch

» Verwendet werden normalerweise das Quadrat, die
Quadratwurzel, deren Kehrwerte und der nattirliche
Logarithmus (,,ladder of powers”)

» Tendenziell: Vorsicht
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Was wird wie geschitzt?

v

OLS ist zundchst ein Verfahren, um eine Linie / Flache /
Hyperflache durch eine Punktewolke zu legen

\{

Wenn Voraussetzungen erfiillt ist, ist OLS dartiber hinaus ein
gutes Schiitzverfahren

v

Schlufd von Stichprobe auf Grundgesamtheit

v

Das Stichprobenwerte als Schatzung fiir Paramter der
Grundgesamtheit dienen konnen, ist nicht selbstverstlandlich

» Z.B. unterschitzt Stichprobenvarianz Varianz in der
Grundgesamtheit
Regressionsmodelle fiir Politikwissenschaftler Probleme im linearen Modell
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Was sind nochmal Standardfehler?

\4

Gedankenexperiment: Aus einer grofsen Grundgesamtheit
immer wieder unter essentiell identischen Bedingungen
Stichproben gleicher Grofie ziehen

» Mit OLS Koeffizienten des Modell berechnen

» Uber eine unendliche Zahl von Wiederholungen hinweg
Verteilung (mit Mittelwert, Varianz) fiir jeden Parameter

» Auflerdem Kovarianzen zwischen den Schitzungen, wenn diese
nicht vollig unabhdngig voneinander sind

» Zu jeder Modellschatzung gehort Varianz-Kovarianz-Matrix

» Standardfehler: Quadratwurzel aus Varianz des Parameters
(tiber unendlich viele Stichproben hinweg)
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Von was hdngt Standardfehler ab?

v

v

v

v

v

Formel fiir Varianz der Schdtzungen im bivariaten Fall:
0_2
V(bl) — Z(xl.ijc)z

Was bedeutet das in Worten?

Varianz / Standardfehler umso grofler, je grofier Varianz von €
Wenn V(e) = 0 liegen in der Grundgesamtheit alle Punkte exakt
auf der Geraden U kein Stichprobenfehler moglich

Varianz / Standardfehler umso kleiner, je grofser die SAQ,

» Prazisere Schiatzungen mit grofieren Stichproben

> Prézisere Schiatzungen, wenn mehr Varianz von x (mehr
Information)

» Keine Schitzung moglich, wenn x nicht variiert
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Von was hangt Standardfehler ab?

Formel fiir die Varianz der Schdtzungen im multivariaten Fall:

2 . .
V(b)) = 1—1Rj2 X Z?:l(o;:'j_fj)z mitj # 0

beziehungsweise in Matrix-Schreibweise V = 02 x (X'X) !

V ist die Varianz-Kovarianz-Matrix, Quadrate der
Standardfehler auf der Hauptdiagonalen

Was bedeutet das in Worten?

Wenn ein x mit allen anderen x unkorreliert ist, bleibt alles wie
ZUuvor

Ansonsten Standardfehler umso grofier, je enger lineare
Zusammenhdnge zwischen den x

Lineare Abhédngigkeiten machen Schitzungen unprézise, im
Extremfall sogar unmoglich
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Welche Eigenschaften sind wichtig?

» Haufig werden drei Figenschaften von Schitzverfahren
betrachtet:

1. (Asymptotische) Verzerrung (Bias)
2. (Asymptotische) Effizienz

3. Konsistenz

4. (Suffizienz)
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Was bedeutet Verzerrung (Bias)?

» Der Mittelwert der Stichprobenkennwertverteilung (Verteilung
derb...

» soll mit dem wahren Parameter 3 zusammenfallen

» Wichtig, aber nicht um jeden Preis: Was niitzt geringer bias,
wenn Varianz der Schiatzungen sehr hoch ist?

» Eventuell ist ein geringer bias ein akzeptabler Preis fiir kleine
Varianz

» Mean Squared Error (MSE) = (bias)? + V

» Asymptotisch = auf grofse Stichproben bezogen; asymptotisch
unverzerrt = bias geht gegen null, wenn Stichprobenumfang
gegen unendlich geht

» Generelles Problem: ¢? in der Regel unbekannt, muf8 aus
Residuen (e) geschidtzt werden
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Was bedeutet Effizienz?

v

Relatives Konzept

v

Bezieht sich auf Varianz der Schitzungen

\4

Unter allen unverzerrten Schétzern ist der mit der geringsten
Varianz der effizienteste

Effizienz ist der Kehrwert des MSE

\{
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Was bedeutet Konsistenz?

\{

B, ist ein Schétzer fiir B bei einem Stichprobenumfang von 7

\{

kann ich die Wahrscheinlichkeit, daf ,, um mehr als einen
trivialen Betrag von 3 abweicht . ..

v

\{

beliebig nahe an null heranbringen

v

Wenn bias und Varianz der Schitzung bei steigender Fallzahl
gegen null streben, ist das eine hinreichende Bedingung fiir
Konsistenz
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Welche Annahmen treffen wir?

» OLS ist unverzerrter und effizienter Schiatzer, wenn eine Reihe
von Annahmen erfillt ist:

1. Die unabhéngige Variable ist intervallskaliert und unbeschrankt.
Variablen werden ohne Fehler gemessen

2. Alle unabhédngigen Variablen haben Varianz
3. Keine perfekte Multikollinearidt

4. Fiir jede mogliche Kombination der unabhédngigen Variablen ist
der (konditionale) Mittelwert von € =0

5. Keine Kovarianz zwischen x; und €

Fiir jedes beliebige Paar von Beobachtungen i und & sind €; und
€, unkorreliert (keine Autokorrelation)

Fiir jede mogliche Kombination der unabhédngigen Variablen ist
die (konditionale) Varianz von € gleich ¢ und damit konstant
(Homoskedaszitét)

8. Fiir jede mogliche Kombination der unabhédngigen Variablen ist
€ normalverteilt
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Was bedeutet ,,i.i.d.”?

v

Bedingungen 6 und 7 werden auch als ,,independently and
indentically distributed” (i.i.d.) bezeichnet

Wie konnen zwei einzelne Werte eine (bzw. zwei) Verteilungen
haben?

Wie konnen zwei einzelne Werte (,,Fehler”, ¢) eine
Korrelation/Kovarianz haben?

Z.B. Fall 1 und Fall 2

Stichprobenziehung wiederholt [ andere Félle bzw.

Sozialer Prozef3 1auft weiter [ neue Félle

Jeweils mit einem zufélligen Einfluf3, der aus einer separaten
Standardverteilung gezogen wird

Diese Verteilungen sind unabhingig (keine Kovarianz) und haben
identische Varianz

v

\{

\{

v v

v

v
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Dichte

€1 =€ =0,V(e1) =V(e2) =1,cov(ey, e2) =0

Regressionsmodelle fiir Politikwissenschaftler Probleme im linearen Modell

Wiederholung

Komplikationen

Schitzungen und ihre Eigenschaften
Annahmeverletzungen: Konsequenzen

Heteroskedastizitat

Dichte

&1 =86 = Olv(el) = 1/V(€2) = 3/C0V(€1/ €2) =0
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,Fehler” (e) nicht unabhdngig

Dichte

él = éz = O,V(el) = V(Ez) = 1,COV(€1, 62) =0.9
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Was passiert, wenn Annahme 1 nicht erfiillt ist?

,Die unabhdngige Variable ist intervallskaliert und unbeschréankt.
Variablen werden ohne Fehler gemessen”

» Abhéngige Variable hat hdufig wenig diskrete Auspragungen
(Ratingskalen)

» Erwartete Werte auflerhalb des giiltigen Wertebereichs

> Annahme eines linearen Zusammenhangs, obwohl tatsdchlich
nicht-linear [ Modelle fiir ordinale Daten

> In der Literatur wenig diskutiert, hdufig wird angenommen, dafs
Modell relativ robust ist

» Alle sozialwissenschaftlichen Variablen fehlerbehaftet

» Relativ unproblematisch, wenn Fehler voneinander unabhéangig

» Zusétzliche Unsicherheit, bei grofien Stichproben kein grofses
Problem

> Fehler bei y wird von € absorbiert, OLS weniger effizient

» Fehler bei x schwécht im bivariaten Fall Zusammenhang ab,
multivariat auf jeden Fall bias

» Kann z. B. mit Strukturgleichungsmodellen explizit modelliert
werden
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Was passiert, wenn Annahme 2 nicht erfiillt ist?

,, Alle unabhédngigen Variablen haben Varianz”

» Inhaltlich: Falls die betreffende Variable einen Effekt hat, wird
dieser nicht sichtbar

» Mathematisch: Division durch 0, Standardfehler nicht definiert
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Was passiert, wenn Annahme 3 nicht erfiillt ist?

,» Keine perfekte Multikollinearidt”
> Oben diskutiert, keine eindeutige Losung fiir Gleichungssystem
» Bei nicht perfekter Kollinearitdt grole Standardfehler @9
» Eventuell numerische Instabilitat
» Eng korrelierte Variablen durch Index oder Faktor ersetzen

» Moglichst keine tiberfliissigen Variablen im Modell, vor allem
wenn Fallzahl klein, da OLS ansonsten ineffizient

» Problem? Moglichst alle relevanten Variablen miissen in das
Modell

» Das sind Variablen, die Einflufs haben, Einflufs haben konnten, in
Beziehung mit anderen relevanten Variablen stehen
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Warum miissen alle relevanten Variablen ins Modell?

» Wenn x; und x, unkorreliert sind, ist Schatzung fiir 34
unverzerrt, auch wenn x, nicht berticksichtigt wird

» Aber: Wenn Korrelation zwischen x; und x; ungleich null, sind
Schatzungen verzerrt (Drittvariablenproblem)

» Kein Probem bei echten Experimenten mit Randomisierung
(warum?)

» Ansonsten: Moglichst viele mogliche unabhdngige Variablen
berticksichtigen?!?
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Was passiert, wenn Annahme 4 nicht erfiillt ist?

,, Fiir jede mogliche Kombination der unabhédngigen Variablen ist der
(konditionale) Mittelwert von € = 0”

» Wird u. a. verletzt, wenn Stichprobe bei Auswahl verzerrt wird
(Beispiel im Text)
» Falls Mittelwert von e fiir alle Kombinationen um einen

konstanten Betrag grofier oder kleiner als null, wird Differenz
von Konstante absorbiert [1 verzerrte Schatzung fiir Konstante

» Ansonsten Linearitatsannahme verletzt, relevante Variable
ausgelassen beziehungsweise Korrelation zwischen € und x

> Verzerrte Schitzungen fiir alle Parameter
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Was passiert, wenn Annahme 5 nicht erfiillt ist?

,,Keine Kovarianz zwischen x; und €”
» Vorsicht: Residuen sind nur Hilfsmittel zur Schatzung von e

» Residuen und unabhidngige Variablen sind immer unkorreliert
(Eigenschaft des OLS-Verfahrens) 0 kein Riickschlufs moglich
» Annahme 5 garantiert nicht erfiillt wenn wechselseitige
Kausalwirkung zwischen y und x (Endogenitit)
» Wenn y von x und € beeinflufit wird und
> y zugleich einen EinflufS auf x hat dann garantiert
> Zusammenhang zwischen x und e
> In der Konsequenz identisch mit dem Auslassen relevanter
Variablen (sofern diese nicht mit den tibrigen x unkorreliert sind)
[0 Schédtzungen sind verzerrt

» Spezielle Modelle/Schitzverfahren, , Instrumente”
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Was passiert, wenn Annahme 6 nicht erfiillt ist?

,Fiir jedes beliebige Paar von Beobachtungen i und / sind €; und ¢,
unkorreliert (keine Autokorrelation)”

» € beinhaltet (1) genuin zuféllige Einfliisse und (2) solche
Einfliisse, die so schwach sind, daf3 sie als zuféllig betrachtet
werden

» Vor allem bei Zeitreihendaten ist es unwahrscheinlich, dafs
Einfliisse zwischen zwei MefSpunkten vollstandig verschwinden

> auf tiberdurchschnittliche Werte folgen tiberdurchschnittliche
Werte

» auf unterdurchschnittliche Werte folgen unterdurchschnittliche
Werte

» Fiir zwei beliebige Mefipunkte f und ¢ 4 1 sind €; und €;; zwei
Zufallsvariable mit

» einem Mittelwert von null
> einer positiven Korrelation
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Wie kann es noch zu Autokorrelation kommen?

\4

v

v

v

Wiederholte Messungen an derselben Einheit (Panel)
Raumliche Korrelation (Klumpenstichproben)

Autokorrelation ist immer dann zu erwarten, wenn die Daten
strukturiert sind

Was sind die Konsequenzen? Noch einen Moment Geduld
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Was passiert, wenn Annahme 7 nicht erfiillt ist?

,Fir jede mogliche Kombination der unabhingigen Variablen ist die
(konditionale) Varianz von € gleich 0? und damit konstant
(Homoskedaszitat)”

>

Impliziert: Konditionale Varianz von y ist ebenfalls fiir jede
mogliche Kombination der unabhidngigen Variablen konstant
gleich o2

Beispiele aus dem Text: Mefifehler hangt vom Niveau der
unabhdngigen Variablen ab (Gewicht von Personen,
Entwicklungsstand von Landern) 0 Korrelation zwischen x und
Vi(e)

Liegt manchmal aufgrund inhaltlicher Uberlegungen nahe
(Beispiel Familieneinkommen / Ausgaben fiir Urlaub)

Bivariat als , Facher” im Plot erkennbar

Inhaltlich oft Interaktion zwischen eingeschlossenen /
ausgeschlossenen Variablen [J Respezifikation des Modells
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Was folgt aus Autokorrelation und
Heteroskedastizitat?

v

OLS-Schédtzungen sind unverzerrt

» Heteroskedaszitit: Grofsere Varianz von € bei hohen Werten von x,
aber Mittelwert immer noch null [J an Linie dndert sich nichts

> (zeitliche) Autokorrelation: Wenn positive € auf positive und
negative € auf negative folgen, wird Linie nach oben oder unten
gezogen, bleibt aber im Mittel wieder unverzerrt

v

Aber: Die Streuung der Schatzwerte wird grofier

D. h. die normalen Formeln unterschitzen den realen
Standardfehler

Bei grofien Stichproben ist Heteroskedaszitdt nur in extremen
Féllen ein ernstes Problem

v

v
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Was folgt aus Autokorrelation und
Heteroskedastizitat?

Bei strukturierten Daten unterschéatzt die Varianz der Residuen
die Varianz von € jedoch oft dramatisch

v

\{

Dadurch, dafs Regressionslinie in Richtung der (autokorrelierten)
e verzerrt wird, ergeben sich relativ geringe Abweichungen

v

Linie pafit ,zu gut”

v

Alternativ gewendet: Der effektive Stichprobenumfang ist sehr
viel kleiner als der numerische Stichprobenumfang, weil die
Falle nicht wirklich unabhédngig voneinander sind
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Was tun?

» Im Standardmodell ist € ein Vektor der Lange n, dessen Werte
aus identischen Normalverteilungen mit dem Mittelwert null
und der Varianz ¢? stammen: € ~ N(0, 6°)

» Flexibleres Modell: Diese Definition kann erweitert werden,
indem man o2 durch eine Matrix ersetzt: € ~ N(0, Z..)

1 P1 P2 Pu1
P1 1 P1  Pn2
> Y..=02| P2 P1 T pus
Pn—1 Pn—2 Pn-3 - 1
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Was tun?

» Die p stehen fiir die Korrelation der e zwischen den MefSpunkten

» Wenn die Elemente der Diagonalen ungleich 1 sind:
Heteroskedastizitit

» Problem: X .. hat zuviele Elemente, um sie aus den Daten zu
schitzen

» Es wird ein einfacher Prozeff angenommen, z. B. daf$ alle p aufSer
p1 gleich null sind

> € = P1€4-1 TV
» Vielzahl spezieller Modelle

» Hauftig sinnvoll: ,Normal” schidtzen, Standardfehler korrigieren
(PCSE, robuste VCE)
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Warum soll e normalverteil sein?

> Nur notwendig, um in kleinen Stichproben Konfidenzintervalle /
Signifikanztests berechnen zu konnen

» In groflen Stichproben Verteilung der Schitzungen auch ohne
Annahme 10 ndherungsweise normal

» Normalverteilung oft ein sinnvolles Modell fiir die Verteilung
von €
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Was ist das Fazit fiir heute?

v

In der Regel verwenden wir OLS, um von einer Stichprobe auf
Parameter einer Grundgesamtheit zu schliefSen

Als Schétzverfahren hat OLS erfreuliche Eigenschaften. . .

Sofern eine Reihe von zumindest intuitiv nachvollziehbaren
Voraussetzungen erfiillt ist

\{

\4

Ansonsten zwei Probleme

» Verzerrte Schiatzungen
» Zu optimistische Standardfehler

\{
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Ubung fiir heute

»

>

»

Starten Sie Stata
Geben Sie folgende Befehle ein:

webuse set ,http://www.kai-arzheimer.com/
Lehre-Regression/* (verwenden Sie die einfachen
Anfiihrungszeichen tiber der 2)

webuse beispiell

Mitreg y x1 x2 prod schitzen Sie eine lineare Regression
von y auf x1, x; und einen Interaktionsterm

mit vce erhalten Sie die Varianz-Kovarianz-Matrix

Erldutern Sie in Ihren eigenen Worten die Bedeutung der Werte
in dieser Matrix (einige Sdtze geniigen). Wie kommen Sie von
dieser Matrix zu den von reg...  ausgegebenen
Standardfehlern?

Schicken Sie die Antwort bis ndchsten Mittwoch per Mail an
mich (subject: Ubung 2)
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